
FORMULE DEI GAUSS-BONNET-CIIEHN EN 
MEiTRIQUE DE. SIGNATURE 

QUELCONQUE (1) 

par ANDRE A VEZ 

Le but de cet article est d'etendre aux varietes compactes mu­
nies d' une metrique de signature quelconque une formule de Gauss­
Bonnet-Chern. On donne quelques appHcations aux varietes d 'Eins_ 
tein et une generalization d' un resultat de Milnor. 

THEOREME 1. Soit V27' une variete compacte orientable de di­
mension 2k munie d 'une metrique riemanniene g B a p carres posi-a, 
tifs, 2k - p carres negatifs. Si 7J est l'element de volume de 

ga~' Ra~Yb son tenseur de courbure, la caracteristique d'Euler­
Poincare de V2k est donnee par 

(1) 

ou 

(2) A = 11 11Q Q Ral a2~1 ~2 ,., Ra2k-l a2k ~2k-l ~2k 
'lal ... a2h 'lIJ1"'IJ2k 

PrMtVe. On sait que si gaf3 est elliptique 

ou la 2k - forme duale de 6, est 

* t\ _. 11 1. na! a2 /', A na2k-1 a21c 
!..l- 'lal .. tl2",.l,!, ,., /'.\!. 

(') S. S. Chern va publier un article analogue: Pseudo-riemannian georne­
try and the Gauss-Bonnet Formula, Annals of the Brazilian Academy of 
Sciences (March 1963). A_ Avez, C. R. Academie des Scienees de Paris, t. 255, 
p. 2049-2051 (1962). 
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(par example: S. S. Chern, Annals of Mathematics, 45, 1944, p. 
747-752). 

Mais la forme de courbure .aa~ est donnee par 

Qa:3 = Ra~y'b roy /', ro'b; 

II en resulte 

~ = 1'1al ... a2k 1'1[:31 ... [:32k Ra1 a2 [:31 ~2 ... Ra2k-1 a2k ~2k-1 ~2k 

c'est-a-dire (2). Le theoreme est done vrai en metrique elliptique. 

Suposons que V2k admette une metrique riemannienne * ga~ 
a p ,carres positifs. II est aise de voir que cette metrique peut etre 
obtenue de la maniere suivante: V2k admet un champ differentiable 
de p-plans (2). Une metrique eUiptique ga~ induit sur ces p-plans 

une metrique aa~' et sur les (2k-p)-plans orthogonaux une metrique 

ba~ avec ga~=aa[:3+ba~' Pour tER considerons Ie tenseur 

(3) 

II definit sur V2k tIDe metrique reguliere pour t =1= -1, ellipti­
que si t > -1, a p carres positifs si t < -1. On peut prendre 

* 9 a~ = la[:l (- 2). 

Le tenseur inverse de la~ (t) est donne par 

(4) 
t 

[a[:3 (t) = ga~ --- ba~. 
l+t 

Si f.a Y ~ (t) sont les symboles de Christoffel relatifs it la[:l (t), 
on sait que CaY~ (t) = faY[:l (t) -faY[:l(O) definissent un ten­
seur. Pour l'evaluer en x E V2k choissons en ce point uu 

systeme de coordonnees normales relatives a 9 a[:l = la[:l (0). Comme 

(f ~ Y [:l (0) ) x = 0 on a: 

(") N. STEENROD, The topology of fibre bundles, p. 206, Princeton Uni­
versity Press. 
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Mais si ~a est I 'operateur de derivation ,covariante dans la eon­

nexion riemannienne assoeiee a 9 a~ : VI(!, l~y (t) = Oa l~y (t), done 

(5) 

En utilisant Ie meme systeme de coordonnees normales en x: 

RAaft~ (0) = 0A ~~ft~ (0) - ()a r Aft~ (0). 

Mais r(aft~ (0) = rJaft~ (t) - Caft~ (t), tione 

RAaft~ (0) = (\ r aft~ (t) - oa FAft~ (t) - 0A Caft~ (t) + oa CAft~ (t) 

Or, en x: 

0A Caft~ (t) = VA Caft~ (t), F aft~ (t) = Caft~ (t), RAaft~ (t) = 

=(\r.(l~(t) -OaF;\ft[:l (t) + FAftp(t) raPj3 (t) - raftp(t) r APj3 (t). 

(6) 

(7) 

Par suite 

RAaft j3 (t) = + RAaftj3 (O)Va CAftj3 (t) -VA Caftj3 (t) 

+ CAftp (t) Ccl l3 (t) -Caftp (t) CAP[:l (t). 

Enfin, l'element de volume de la~ (t) est donne par 

'Yj(t) = 11 + t 1 7c - p/ 2 'Yj (0) 

Si 6. (t) est I' expression (2) assoeiee a laj3 (t) il resulte de 
(3), ... , (7), qu au point. x de V 27' 

_ _p pet) 
6.(t)-ll+tl (1+t)5/' 

ou pet) est un polynome. II en resulte que 

(8) t(t) = 2~k ~1~~ f 6. (t) 'Yj (t) = I 1 + W- ap/ 2 (1 ~ti)5k 
- V2k 

ou Q (t ) est un polynome. 
Supposons p pair (p = 2p') : 
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Pour t > -1 (metrique elliptique), I(tl) = X (V27c ). Done 
Q (t) > X (V 27c) (1 + t) 4k+3p' et pour tout t ~ - 1 : 

. 11 +t I,,-apt 
I(t) = X (V2k ) (1 + t)k 3p' 

Ainsi, pour t <-1, et en particulier t - - 2, I(t) = 
= (-l)k+P X (V2k), ee qui demontre la formule (1). 

Supposons p impair (p = 2p' + 1). Pour t > -1 on doit 
avoir 

Q(t) 1 
(1 + t)4k+3P'+1 V 1 +t = X (V2/,) 

Comme X (V2k) est un entier, cela exige X (V2k ) = 0 et 
Q (t) = 0, done I(t) = 0 et (1) est: encore valable. 

Chemin faisartt on a d6montre Ie 
CoroUaire. Si une variete compacte orientable admet un champ 

differentiable de (2p' + 1) - plans, sa caracteristique d'Euler-Poin­
care est nulle. 

AppUcations aux varieteSi a qt~atre dimensions 

Rappelons une formule due a Lanezos (3) : 

Soit V 4 une variete a quatre dimensions munie d 'une metrique 
a p carres positifs ga~' Soient Ra~ Ie tenseur de Ricci de ga~' R sarr 

scalaire de courbure; si on PoseBd~=Ra~ - ~ R g~, on a 
4 

(9) 1 
4 l1a~Yb l1A~[l<1 RYbPd = ( - 1)P [Ra~),.~ -1/30.),. g~u - Bf3~ go.)" +. 

+ Bau, g~),. + B~),. gaul 
II en resulte que (2,) prend Ia forme 

L1 = 4 (- I)P [Raf3A~ Raf3AfL - 4 Ra),. RaA + R]2 

et d'apres Ie theoreme 1: 

(10) f Ra~),.u Ra~),.fLl1 = f (4 Ra)" Ra),. - R2) 11 + (_1)3P/2 81t2 X (V4)' 

V4 V4 

(3) A remarkable property of the Riema1~n-Christoffel tenS(fr ir four di­
mensions, Ann. of Math. 39. 1938. 
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THEOREl\IE 2. Soit V 4 une variete compacte orientable munie 
d 'une metrique elliptique. On a 

1-= f Ra~Yb Ra~Yb 11 >811:2 X (V 4) 
174 

l'egalite, cest-a-dire Ie minimum de I, est obtenue si et seulement 
si la metrique est d'Einstein. Si la metrique est d'Einstein, 
x (V4 ) ;::: 0, l'egalite n'etant obtenue que si V 4 est localement eueli­
dienne. 

Pre~tve. Dans ce cas, p = 4 et 4 Ra"A RaA - R2 > 0, l'egalite 
n' etant obtenue que si RaA = Ie g aA' Le theoreme resulte alors de 
la formule (10). 

Le derniere partie de ce theoreme est due a M. Berger qui me 
I 'a communiqnee oralement, (4). 

THEOREME 3. Soit V 4 nne variete compacte orientable munie 
d 'une metrique hyperbolique normale: 

a) Si V 4 est d 'Einstein et statiqne orthogonale, elle est lo,cale­
ment enclidienne; 

b) Si V 4 est d 'Einstein et correspond a un cas III de Petrov, 
son tenseur tie Ricci est nul; 

c) V 4 ne peut etre simuHanement ,statique orthogona,le et 
scMmatiser un champ electromagnetique pur singulier. 

Preuve. Dans ce as P' = 1 et X (V4 ) = 0, (10) se reduit a 

(11) f Ra~Yb Ra~Yb 11 = f (4 Ra"A RaA - R2) r\. 

V4 Vi 

Si de plus la metl'ique est d'Einstein 4 RaA RaA - R2 = ° et il 
reste 

(12) f Ra~Yb Ra~Y'611 =: 0. 

V4 

(4) Voir aussi, A. Lichllerowiez, Proc. of the Int. Congress Math. Harvard, 
2, 1950, p. 219. 
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Si V4 est statique orthogonale, prenons un rep ere (ea) ortho­
norme avec e4 ,colineaire au vector de Killing. On sait. que 

Rijk4 = 0 pour i, j, k = 1,2,3 (5). Par suite 

pour i, j, k, l = 1,2,3. Done Ra~y'6 Ra~y'6 > 0, l'egalite n'etant obte­
nue que si Ra~y'6=O. Le theoreme resulte alors de la formule (12). 

b) Dans un cas III de Petrov (6) il existe un rep ere orthonorme 

ou les Ra~y'6 sont tous nuls sauf 

lI. 
R2313 = R I3l3 = R1212 = 3 

lI. 
R1414 = R 2434 = R 3434 = - 3 
R 2313 =R2334 = R1214 = R1424 = (J' 

et ceux qui s'en deduisent par d'evidentes permutations. Par suite 

Ra~Y'6Ra~Y'6=(8/3)A.2 et de (12) on tire lI.=O, soit Ra~=O. 

c) Les equations d'Einstein s'ecriventRa~- ~ (R+k) ga~ 
2 

= X T a~' ou X est une constante, k la constante cosmologique T a~ 
Ie tenseur impulsion-energie. On en deduit 

Mais en schema electromagnetique pur T a a = ° et si ce ehamp 

est singulier T a~ Ta~ = O. Donc 4 Ra~ Ra~ - R2 = 0. 
La relation (11) se reduit donc a, la relation (12). Puisque 

I'espace-temps est statique orthogonal on peut appliquer Ie raison­
nement du a). On en deduit Ra~y'6::- 0, ce qui contredit la presence 
effective de champ electromagnetique. On obtient ainsi un theoreme 
du type Aufenkamp e) mais sans hypothese sur Ie signe de la 
constante cosmologique. 

(5) A. LICHNERlOWIOZ" Theories relativistes de la gravitation et de I' eleotro­
magnetsime, p. 119, Masson, Paris, 1955. 

(6) L. BEL, C. R. Acad. Sc, Paris, Mai 1959, t. 248. 
(7) D. AUFENKAMP, C. R. Acad. S,c. t. 232, 1951, p. 213·214. 
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Appl~cations atlx varietCs a cDtlrbure de signe constante 

On va generaliser un resultat du a Milnor en signature ellipti­
que et en dimension quatre (8). 

THJ!lOREME 4. Boit V n une variete eompaete orientable munie 
d 'une metrique riemannienne a p carres positifs et de dimension n. 

Bi n= 0 (mod. 4) et si en ehaque point l'operateur de cour­
bure est de signe constant, X (V2/o) (_1)"/2;?:: O. 

Si n = 2 (mod. 4) et si en chaque point l'operateur de cour­
bure est positif (resp. negatif) alors X (V2/o) (_1)n/2~0 
(resp. ::::;;; 0). 

Dans les cas ci-dessus, si X (V2Ic ) = 0, Ie rang de la matrice 
R(aB) (Yb) est inferieur a k = nj2. 

Pretlve. Par suite de RaBYb = RYba[3, on peut ilientifier Ie ten­
seur de courbure a un tenseur symetrique RAB sur 1 'espace des 
bivecteurs en x € V 21c. Puisque fLaB ... = -fl ... Ba ... , les tenseur ele­
ment de volume s'identifie a un t:enseur symetdque d'ordre k sur 
l'espace des bivecteurs en x: soit flAl .. Ah' Avec ces notations (2) 

ecrit !J. = flAl .. Ah flBl . .Blc RAW1 ... RAle Blc. 

Interpretons RAB comme une metrique eventuellement degene­
ree: 6. n'est autre que la norme de flAl ... Ah dans cette metrique. 

Supponsons qu'en chaque point x € V2]" RAB CPA CPB ;?:: 0 
Crespo ::::;;; 0) pour tout biveeteur CPA. II en resulte 6.;;::: 0 (resp. 
( -1) k 6. ;?:: 0). La premiere partie du theoreme resulte alors de la 
formule (1). 

Si de plus X (V2k ) = 0, alors 6. = O. Comme RAB est symetri­
que, il admet une decomposition 

RAB = ±::s cpA (a) cpB(a) 
a 

ou les cp sont bivecteurs. Par suite 

Si rang RAB ~ k, 1 'un au moins des crochets renferme des 
cpA (a) lineairement distincts, et par suite ne s'annule pas. Cela est 
eontraire a 1 'hypothese, lione rang RAB < k. 

(8) Cite par S. S. Chern dans Abh. Sern. Harnburgc,1956, p. 33. 


